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Introduccio´n
La valoracio´n de opciones financieras implica tres elementos, los cuales ha-
cen referencia a: la determinacio´n de la funcio´n de pago o payoff que mues-
tra co´mo se comporta el precio de la opcio´n frente al subyacente, el proceso
estoca´stico que sigue el precio del activo subyacente, y las condiciones de no
arbitraje que esta´n vinculadas con la ley del u´nico precio y medidas de riesgo
neutral.
La valoracio´n de opciones financieras puede ser abordada considerando dife-
rentes me´todos, los cuales pueden brindar soluciones analı´ticas, semianalı´ticas
o nume´ricas. Dentro de las soluciones analı´ticas se destaca el trabajo de Black-
Scholes (1973), en el cual, bajo una serie de supuestos sobre el comportamiento
del precio del activo subyacente y de las caracterı´sticas del mercado, se desarrolla
una ecuacio´n que permite encontrar el valor de opciones europeas de compra y
venta (call y put). En este caso, el ana´lisis que se realiza esta´ enmarcado en lo
que puede llamarse el “paradigma de la normalidad” de las finanzas modernas,
encontrando un u´nico valor para la opcio´n.
Por otro lado, en los me´todos semianalı´ticos se destaca el trabajo de Cox,
Ross y Rubinstein (1979), que se caracteriza por el supuesto hecho sobre el com-
portamiento del precio del subyacente, del cual se deriva el nombre de “a´rboles
binomiales”, con el cual se conoce al modelo. El me´todo consiste en representar
los posibles caminos o trayectorias que sigue el precio de un activo subyacente
en diferentes momentos del tiempo, como agregacio´n de variables Bernulli de
subida y bajada, con probabilidades definidas para cada escenario.
Histo´ricamente, los modelos de valoracio´n han incorporado un mayor rigor
matema´tico, lo cual ha posibilitado el desarrollo de me´todos nume´ricos como
el de diferencias finitas (explı´citas o implı´citas), pero estas metodologı´as no
son ajenas al problema de dimensionalidad, ya que a medida que se aumenta
el nu´mero de estados considerados aumenta exponencialmente la complejidad
para encontrar la respuesta. Por lo anterior, se han desarrollado me´todos alterna-
tivos como la simulacio´n de Monte Carlo, la cual presenta ventajas frente a los
me´todos mencionados previamente, entre estas se destaca que permite valorar
opciones europeas sin tomar en cuenta el nu´mero de variables de estado (Broadie
y Glasserman, 1997).
Aunque el me´todo de Monte Carlo presenta ventajas, tambie´n es pertinente
sen˜alar que dicho me´todo tiene visio´n hacia adelante, en tanto que la valoracio´n
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de opciones americanas implica que se inicie desde el final hasta el comienzo,
es decir, valorar el payoff en el vencimiento frente a momentos anteriores a este
(hacia atra´s). Sin embargo, desarrollos recientes en programacio´n dina´mica han
permitido robustecer el me´todo de Monte Carlo y han propiciado la aparicio´n de
otros me´todos nume´ricos, como las mallas estoca´sticas, las cuales son el objeto
de estudio en este documento.
1. Me´todo de malla estoca´stica
El me´todo de malla estoca´stica es un me´todo nume´rico que se apoya en el
uso de herramientas computacionales para solucionar problemas generales de
parada o´ptima, entre ellos la valoracio´n de opciones americanas en tiempo dis-
creto (Broady y Glasserman, 2000). Este me´todo permite, a trave´s de la progra-
macio´n dina´mica, realizar la valoracio´n de opciones americanas aproximando el
problema mediante la valoracio´n de opciones bermuda, calculando el valor de
ejercer previamente la opcio´n y estimando su valor de continuacio´n mediante la
simulacio´n de mu´ltiples trayectorias del precio del activo subyacente, St, para
diferentes momentos o ventanas temporales definidas.
De esta manera, cada ventana temporal y el correspondiente valor del proceso
del subyacente en cada trayectoria determinan un nodo y el total de nodos genera
un conjunto de puntos que configuran una malla, siendo importante determinar
la cantidad de nodos necesarios y la manera de pasar de uno a otro para poder
realizar las estimaciones de los precios en la malla.
En el me´todo de malla estoca´stica se generan n cantidad de nodos, dadas
las simulaciones de las trayectorias que sigue el precio del activo subyacente en
los diferentes momentos o ventanas temporales contempladas, asumiendo que la
transicio´n dentro de la malla esta´ relacionada con pesos o ponderadores asocia-
dos a una funcio´n de densidad de probabilidad.
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Figura 1: Trayectorias en la malla estoca´stica
Fuente: Broady y Glasserman (2000).
1.1. El problema de valoracio´n
Se asumira´ que St es un proceso de Markov con valor vectorial en Rn y
con valor inicial fijo S0, considerado en los instantes de tiempo discretos t =
0, 1, . . . , T . El payoff por el ejercicio de una opcio´n americana en un momento
t, dado un estado St, se puede representar mediante una funcio´n f(t, St).
Respecto a la caracterı´stica markoviana del proceso, Broady y Glasserman
(2000) afirman que, de ser necesario, la propiedad se consigue al incorporar
variables adicionales en el vector estado St, con lo cual, en caso de ser requerido,
las trayectorias dependientes del payoff se pueden ajustar de nuevo mediante la
incorporacio´n de otras variables de estado.
Considerando la existencia de una funcio´n de pagos f(t, St) asociada a la
opcio´n, y dada su caracterı´stica americana, se consideran momentos t = 0, ∆t,
2∆t,..., n∆t = T , en los cuales la opcio´n puede ser ejercida. La funcio´n de pagos
permite estimar el valor de ejercer o continuar con la opcio´n en cada momento
y considerar alguna expresio´n para establecer el valor de la opcio´n en el instante
cero.
V (0, S0) = max
τ
E[f(τ, Sτ )] (1)
La ecuacio´n (1) sintetiza el objetivo de la valoracio´n, esto es, encontrar el
valor de la opcio´n en el instante t = 0 dado un valor inicial S0 y el tiempo de
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parada τ , todo ello con respecto al proceso de Markov del subyacente en cada
instante de tiempo. De acuerdo con Broady y Glasserman (2000), este problema
de parada o´ptima tiene como caso importante la valoracio´n correspondiente al
escenario de riesgo neutral, en donde f denota el payoff descontado a la tasa
libre de riesgo. Sin embargo, en el caso general de la ecuacio´n (1), el valor
esperado se da con respecto a otra medida martingala y f puede ser descontado
por el activo numerario.
Asumiendo que la funcio´n f es explı´cita, se tiene que su valor f(T, ST ) en el
vencimiento (T ) es funcio´n de ST . Para llegar al valor en t = 0 se considera:
V (T, s) = f(T, s) (2)
V (k∆t, s) = max{f(k∆t, s), E[V ((k + 1)∆t, S(k+1)∆t)|Sk∆t = s]}, (3)
Para k = d− 1, d− 2, . . . , 1, 0 con k∆t < T y V (T, s) = f(T, s).
donde k decrece conforme a los incrementos en el tiempo de parada respecto al
proceso de Markov que sigue el subyacente en cada instante ∆t. De la ecuacio´n
(3) se observa que el valor de la opcio´n (V ) en el instante k∆t con precio s
depende del valor de ejercicio, denotado por el primer te´rmino (ma´ximo de la
funcio´n f ) y por el valor de continuidad, denotado por la esperanza condicional.
1.1.1. Activo subyacente
Una de las principales caracterı´sticas del me´todo de malla es incorporar la
modelacio´n del precio del activo subyacente a partir de procesos estoca´sticos,
asumiendo que el comportamiento de esta variable sigue trayectorias dadas por
un proceso generado a partir del movimiento browniano geome´trico (Broadie y
Glasserman, 1997), lo cual, dado el contexto de valoracio´n de opciones ameri-
canas, convierte al me´todo en un problema de parada o´ptima.
Siguiendo a Broady y Glasserman (2000), se debe abordar la dina´mica del
precio del activo subyacente, lo cual se logra considerando el precio inicial S0, y
generando desde este un vector de precios:
St = (S
i
t , ..., S
n
t ) (4)
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Suponiendo que se desea realizar el ana´lisis sobre el caso ma´s general, se con-
sideran los procesos lognormales multivariados, en donde el activo subyacente
sigue un proceso lognormal, y bajo este contexto se considera un movimiento
Browniano n-dimensional, con matriz fija de covarianza
∑
, en otras palabras,
se tiene una medida martingala que conlleva la no presencia de arbitraje. Por
lo anterior, bajo un esquema riesgo neutral, el proceso que sigue el subyacente
(lognormal) tiene drift o tendencia r, correspondiente a la tasa de intere´s libre de
riesgo, cuyo valor se supone constante y determinı´stico.
Al aplicar esta metodologı´a a cada uno de los elementos del vector de precios
se producen trayectorias que configurara´n patrones de movimiento, los cuales
de manera agregada representan una malla. Cada fraccio´n de tiempo o incre-
mento gradual es denotado port, de tal manera que el tiempo total o fecha de
vencimiento corresponde a T (n-vecest).
T = n∆t
La simulacio´n del proceso para cada elemento del vector del subyacente en
cada periodo (t) configura un nodo o punto, denotado por las letras i, j, k y
l en la gra´fica 1. En este sentido, para pasar del nodo i al j el subyacente es
simulado mediante un movimiento Browniano geome´trico esta´ndar en un peri-
odo de tiempo t. Se debe anotar que en la simulacio´n las trayectorias son
independientes.
De acuerdo con lo anterior, se considera el proceso n-dimensional y el pro-
cesom-factor lognormal:
dSit
Sit
= rdt+
m∑
j=1
LijdW
j
t ; i = 1, ..., n (5)
Donde r corresponde a la tasa libre de riesgo, W jt son movimientos Brow-
nianos esta´ndar independientes, L es una matriz n × m (n-dimensiones por m
procesos de factores lognormales), de donde el proceso depende de la matriz
de covarianza instanta´nea de
∑
= LLT . De esta manera, las trayectorias del
proceso se pueden simular con la expresio´n:
Sit+∆t = S
i
t exp
{(
r − 1
2
Σii
)
∆t+
√
∆t Σmj=1LijXj
}
; i = 1, ..., n (6)
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El uso de un vector deXj independientes en la ecuacio´n (6), provenientes de
la distribucio´n normal esta´ndar, generara´ una trayectoria, y este procedimiento
se replica con varios conjuntos de Xj , lo que permite obtener varias trayectorias
que configurara´n la malla.
1.1.2. Pesos de transicio´n
Una vez se realizan las simulaciones del vector de precios del subyacente,
estableciendo los valores para cada nodo, es necesario determinar los pesos o las
ponderaciones mediante las cuales se realizara´ la transicio´n entre los diferentes
nodos.
Se denota como wi,j al peso asociado a la transicio´n del nodo i al nodo j,
lo que indica que este cambio no requiere estar sobre la misma trayectoria para
que wi,j sea diferente de cero. Se resalta aquı´ que dada la simulacio´n de las
trayectorias, ya no existen nodos exclusivos a cada una de ellas, por lo cual
desde cualquier nodo en el momento k∆t es posible llegar a cualquier nodo en
un momento futuro (k + 1)∆t.
Partiendo de N nodos en cada instante de tiempo, ası´ como de una serie de
pesos wi,j , se aproximan las ecuaciones (2) y (3) mediante:
Vi(k∆t) = max
(
fi(k∆t),
N∑
j=1
wi,jVj((k + 1)∆t)
)
(7)
o´
Vi(k∆t) = max
(
fi(k∆t), D
−1
∆t
N∑
j=1
wi,jVj((k + 1)∆t)
)
(8)
donde se debe determinar el factor de descuento representado por D−1∆t . En el
nodo i y en el instante de tiempo k∆t el valor estimado de la opcio´n es Vi(k∆t)
y el valor de ejercicio inmediato (explı´cito) es representado por fi(k∆t). Por su
parte, los pesos wi,j dependera´n en general del ı´ndice de tiempo k.
En este sentido, no es necesario contar con una funcio´n de densidad de proba-
bilidad para efectuar la transicio´n entre los nodos, basta con garantizar la esco-
gencia de “buenos pesos o ponderadores” dada la simetrı´a en la construccio´n de
la malla.
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Posteriormente, Broadie y Glasserman plantean nuevas incorporaciones al
modelo en te´rminos de abordar la dina´mica de la transicio´n entre los diferentes
nodos que conforman la malla sin emplear la funcio´n de densidad de probabili-
dad. Es por ello que Broadie y Glasserman (2000) abordan la transicio´n dentro
de la malla a trave´s de la optimizacio´n restringida de los pesos para cada nodo y
proponen dos caminos, a saber: ma´xima entropı´a y mı´nimos cuadrados. Sin em-
bargo, el me´todo de Broadie y Glasserman, al utilizar movimiento Browniano
geome´trico, asume que las variables financieras (como las series de precios),
poseen ciertas caracterı´sticas, entre ellas comportamiento de caminata aleatoria,
caracterı´stica que ha sido estudiada por varios autores, principalmente a trave´s
de la estimacio´n del coeficiente de Hurst (H), y se ha encontrado evidencia para
afirmar que no siempre se cumple en la pra´ctica.
1.1.3. Coeficiente de Hurst
Este coeficiente es estimado sobre las series de datos y se emplea como refe-
rente para determinar la persistencia (memoria de largo plazo), aleatoriedad o
antipersistencia de una serie de tiempo. El valor del coeficiente de Hurst (H)
se encuentra en el intervalo [0, 1], lo cual se debe a la presencia de invarianza al
cambio de escala (autosimilaridad), caracterı´stica fundamental de series fractales
(Mandelbrot, 2013)1.
Interpretacio´n del coeficiente de Hurst: la literatura sen˜ala tres posibles resul-
tados para el valor de H, los cuales se presentan en las figuras 2, 3 y 4.
1La informacio´n presentada en este apartado, ası´ como el algoritmo utilizado, son tomados
de Luengas, Ardila y Moreno (2010).
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Figura 2: Ejemplo de una serie de tiempo y retornos con coeficiente Hurst = 0,72
0, 5 < H < 1: se dice que la serie presenta persistencia o memoria de largo
plazo, en donde los incrementos esta´n positivamente correlacionados (ruido ne-
gro).
Figura 3: Ejemplo con coeficiente Hurst = 0,504
H = 0, 5: se considera como movimiento Browniano esta´ndar, es decir, una
11
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caminata aleatoria en donde un evento presente no esta´ correlacionado con un
evento futuro (ruido blanco).
Figura 4: Ejemplo con coeficiente Hurst = 0,17
0 < H < 0, 5 : considerada como una serie antipersistente, cuyos incrementos
esta´n negativamente correlacionados (ruido rosa).
En el caso de algunas series financieras se ha encontrado evidencia de que
el coeficiente de Hurst estimado es superior a 0,5. Como ejercicio pra´ctico, se
toman algunas series de precios y mediante la metodologı´a de rango reescalado
(RS) se estima el coeficiente de Hurst:
12
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Figura 5: Precio accio´n Microsoft
(1-4-1986 a 23-3-2018). N = 8062.
Coef. Hurst = 0,625
Figura 6: Precio accio´n Apple (12-
11-1982 a 16-2-2018). N = 8893.
Coef. Hurst = 0,566.
Figura 7: Precio accio´n PFBan-
colombia (1-2-2007 a 16-2-2018).
N = 2692. Coef. Hurst = 0,583
Figura 8: TRM Diaria (27-11-1991
a 28-3-2018). N = 9623. Coef.
Hurst = 0,585.
Fuente: elaboracio´n propia a partir del algoritmo de Luengas, Ardila y Moreno
(2010).
De acuerdo con lo anterior, el me´todo abordado por Broadie y Glasserman
(2000) no toma en cuenta la persistencia o memoria de largo plazo que puede ex-
hibir el comportamiento del subyacente, por lo cual surge la necesidad de aplicar
el me´todo de malla estoca´stica incorporando el coeficiente de Hurst, lo cual es
posible al considerar un proceso estoca´stico diferente como lo es el movimiento
Browniano fraccional.
Es ası´ como en este documento se muestra la implementacio´n del me´todo
de malla estoca´stica propuesto por Broadie y Glasserman para valorar opciones
americanas, asumiendo que el precio del subyacente sigue un movimiento Brow-
niano fraccional, lo que permite incororrar las caracterı´sticas de persistencia o
antipersistencia de la serie. Para lograr esto, el documento se divide en cinco
secciones. La primera es esta introduccio´n en donde se ha abordado el me´todo de
13
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malla estoca´stica y coeficiente de Hurst; la segunda seccio´n aborda el movimiento
Browniano fraccional (MBf) y sus propiedades, se expone el me´todo de Cholesky
como algoritmo para la simulacio´n del MBf y su incorporacio´n en el modelo de
precios; la tercera seccio´n comprende la incorporacio´n del movimiento Brow-
niano fraccional en el me´todo de malla estoca´stica; por su parte, los resultados
de la implementacio´n para la valoracio´n de opciones call y put americanas se
presentan en la cuarta seccio´n y, finalmente, se presentan las conclusiones y ex-
tensiones.
2. Movimiento Browniano fraccional
Un proceso gaussiano BHt , con t ≥ 0 se dice un movimiento Browniano
fraccional (MBf) con coeficiente de Hurst o autosimilaridadH ∈ (0, 1) (Cavanzo
y Blanco, 2004), si satisface las siguientes condiciones (Norros, 1994):
1. BH(0) = 0
2. E[BHt ] = 0, ∀t ≥ 0
3. Los incrementos del MFB son estacionarios: BHt1−BHt0 , BHt2−BHt1 , ..., BHtn−
BHtn−1
4. [BHt+q − BHt ] d= [BHt+2q − BHt+q].
Con base en estas propiedades, se configura la funcio´n de covarianza del
movimiento Browniano fraccional (ver ecuacio´n (9)), en donde el coeficiente de
Hurst adquiere relevancia dado el valor que pueda tomar.
E[BHt B
H
s ] = Γ(t, s) = Cov(B
H
t , B
H
s ) =
1
2
(t2H + s2H −|t− s|2H) ∀s, t ∈ R+
(9)
2.1. Modelo de precios bajomovimiento Browniano fraccional
Siguiendo a Hu y Oksendal (2003), el movimiento Browniano fraccional
satisface la siguiente ecuacio´n diferencial estoca´stica:
dSt = µStdt+ σStdB
H
t , S(0) = s > 0 (10)
14
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con µ, σ y s constantes. Considerando el espacio de Schwartz (S)∗H , la ecuacio´n
(10) se puede reescribir como:
dSt
dt
= µSt + σSt WHt (11)
o de forma similar:
dSt
dt
= (µ+ σWHt )  St (12)
Empleando el ca´lculo de Wick se obtiene la solucio´n para esta ecuacio´n:
St = S0 exp {µt+ σ
∫ t
0
WH(s)ds} (13)
St = S0 exp {µt+ σBH(t)} (14)
Una vez se aplica el producto Wick se obtiene la siguiente expresio´n para el
modelo de precios bajo movimiento Browniano fraccional:
St = S0 exp
{
σBH + µt− 1
2
σ2t2H
}
(15)
en donde:
Eµ,σ[St] = S0e
ut (16)
La definicio´n y simulacio´n de las trayectorias del movimiento Browniano
fraccional se constituye en la base para incorporar esta caracterı´stica en el com-
portamiento del precio del activo subyacente. Por esta razo´n, el vector obtenido
en la simulacio´n del MBf presentada anteriormente, debe incorporarse dentro de
la solucio´n de Itoˆ de la ecuacio´n diferencial estoca´stica que sigue el precio de un
activo subyacente.
Por lo anterior, es necesario retomar el resultado observado en (15) y, a partir
de allı´, calcular el valor del subyacente para un periodo siguiente, denotado como
(∆t). Una vez realizados los ca´lculos se obtiene la siguiente expresio´n:
St+dt = St exp
{
σ(BHt+dt − BHt ) + µdt−
1
2
σ2((t+ dt)2H − (t)2H)
}
(17)
15
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3. Me´todo de Cholesky para simular movimiento
Browniano fraccional
Las trayectorias del movimiento Browniano fraccional pueden ser simuladas
por me´todos exactos y aproximaciones (Dieker, 2004). Dentro de los me´todos
exactos se encuentra el de Cholesky, el cual parte de la funcio´n de covarianza
definida en (9), en donde se toma en cuenta que la matriz de covarianza del pro-
ceso es determinada como positiva definida, lo cual garantiza que los elementos
de su diagonal sean no negativos (Shea, Zachariou y Pasik-Duncan, 2011).
El me´todo de Cholesky para simular las trayectorias del MFB comprende el
siguiente procedimiento:
1. En primer lugar, es necesario crear una matriz A(n + 1) de dimensiones
(N + 1)× (N + 1) cuyas entradas esta´n dadas por valores obtenidos me-
diante la aplicacio´n de la funcio´n de covarianza del proceso, definida en la
ecuacio´n (9).
A(i, j) =
1
2
[(vi(i)∗dt)2H +(vj(j)∗dt)2H −|(vi(i)∗dt)− (vj(j)∗dt)|2H ]
(18)
De esta manera, los valores de entrada proporcionados por t y s en la
funcio´n de covarianza (9) ahora son incorporados a (18) a trave´s de los
vectores [vi(i) ∗ dt] y [(vj(j) ∗ dt], respectivamente.
2. Posteriormente, se debe aplicar el me´todo de descomposicio´n de Cholesky
con el objetivo de obtener la raı´z cuadrada de la matriz A. Formalmente se
tiene:
A(n+ 1) = M(n+ 1)M(n+ 1)′
En donde: M(n+ 1) es la matriz triangular inferior de dimensiones (N +
1) × (N + 1), la cual toma un u´nico valor si todos los elementos de su
diagonal principal son estrictamente positivos.
3. De igual manera, se crea un vector v de dimensiones (1 × N + 1), con-
formado por nu´meros generados a trave´s de un proceso de distribucio´n
gaussiana esta´ndar.
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4. Se multiplica el vector v por la raı´z cuadrada de A, lo cual genera un
vector que contiene los (N + 1) posibles valores que toma la trayectoria
del movimiento Browniano fraccional.
MBf(n+ 1) =M(n+ 1)v(n+ 1)
De acuerdo con Dieker (2004), para cada n >= 0, MBf(n + 1) tiene
media cero y matriz de covarianza expresada como:
Cov(M(n+ 1)v(n+ 1)) =M(n+ 1)M(n+ 1)′ = A(n+ 1)
Una vez se desarrollan los pasos descritos, se realizan simulaciones del movi-
miento Browniano fraccional para 3 valores hipote´ticos del coeficiente de Hurst:
0,88; 0,5 y 0,16, los cuales representan los 3 tipos posibles de ruido que presenta
una serie de datos: ruido negro, ruido blanco y ruido rosa, respectivamente. Las
gra´ficas de las simulaciones se presentan a continuacio´n (gra´ficas 9, 10 y 11):
Figura 9: Trayectoria de una serie
del MBf simulada con Hurst = 0,16.
Figura 10: Trayectoria de una serie
del MBf simulada con Hurst = 0,5.
Figura 11: Trayectoria de una serie
del MBf simulada con Hurst = 0,88.
Fuente: elaboracio´n propia.
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4. Incorporacio´n del movimiento Browniano fraccional
al me´todo de malla estoca´stica
El desarrollo de esta seccio´n se realiza en dos etapas, en la primera se pre-
senta la metodologı´a para implementar el movimiento Browniano fraccional en
la malla estoca´stica, y en la segunda se presentan los resultados de la imple-
mentacio´n.
4.1. Propuesta de implementacio´n
Los pasos para realizar la valoracio´n de una opcio´n call/put americana me-
diante el me´todo de malla estoca´stica asumiendo que el precio del activo subya-
cente sigue movimiento Browniano fraccional son:
1. Simulacio´n de trayectorias de precios.
2. Matriz de precios.
3. Matriz payoff.
4. Matriz valores de continuacio´n.
5. Matriz prima de la opcio´n.
4.1.1. Simulacio´n de trayectorias de precios
Las simulaciones de las trayectorias que sigue el precio del activo subya-
cente se realizan con base en la ecuacio´n (17), la cual incorpora los resultados
de la simulacio´n del MBf, especı´ficamente de los incrementos o las variaciones
del MBf, de tal manera que el comportamiento del precio adquiere esta carac-
terı´stica. Para ello se presentan tres trayectorias, correspondientes a valores del
coeficiente de Hurst para ruido negro, blanco y rosa, como se muestra en las
figuras 12, 13 y 14:
18
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Figura 12: Subyacente simulado con Hurst = 0,95
Figura 13: Subyacente simulado con Hurst = 0,5
Figura 14: Subyacente simulado con Hurst = 0,2
Fuente: elaboracio´n propia.
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4.1.2. Matriz de precios
Una vez se verifica que se esta´n generando trayectorias del precio dado el
valor del coeficiente de Hurst, es necesario crear una matriz S, de dimensiones
(N + 1) × (Simulaciones), la cual contendra´ todos los precios que se simulen
para un determinado valor del coeficiente Hurst. La primera fila de la matriz S
corresponde al precio spot, denotado como S0, a partir del cual se realizan las
simulaciones de cada trayectoria.
S =

S0 S0 . . . S0
St=1,Sim=1 St=1,Sim=2 . . . St=1,Sim=j
...
... . . .
...
St=N+1,Sim=1 St=N+1,Sim=2 . . . St=N+1,Sim=j

4.1.3. Matriz: payoff o ejercicio
Se crea una matrizE de igual taman˜o a la matriz de precios, la cual contendra´
aquellos valores ma´ximos correspondientes a la diferencia que se realiza en cada
nodo de las trayectorias de los precios frente al precio strike o valor de ejercicio
de la opcio´n (K).
Payoff Opcio´n call: E = max(St −K, 0)
Payoff Opcio´n put: E = max(K − St, 0)
E =

Et=0,Sim=1 Et=0,Sim=2 . . . Et=0,Sim=j
Et=1,Sim=1 Et=1,Sim=2 . . . Et=1,Sim=j
...
... . . .
...
Et=N+1,Sim=1 Et=N+1,Sim=2 . . . Et=N+1,Sim=j

4.1.4. Matriz: valores de continuacio´n
Corresponde a una matriz denotada como V cuyas dimensiones son iguales
a las de la matriz de precios y que toma valores en un proceso que inicia desde
la u´ltima fila, como se indica a continuacio´n: primero, la u´ltima fila de la matriz
V corresponde al payoff de la Opcio´n call o put en igual momento del tiempo
(N + 1), calculado como E = max(St −K, 0) o E = max(K − St, 0), respec-
tivamente.
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A partir de estos valores se calcula el valor de continuacio´n para cada uno
de los nodos desde t = N hasta llegar al instante t = 0. En este sentido, si se
parte del nodo M ubicado en el instante i = N , el valor de continuacio´n para
este nodo correpondera´ al promedio simple de los valores de continuacio´n del
instante i+1, descontados un periodo (∆t) por la tasa libre de riesgo (r) (figura
15).
Figura 15: Relacio´n de nodos en la malla
V0 V0 V0 V0 V0
•i •i •i •i •i
...
...
...
...
...
•N •N •N MN •N
V 1N+1 V
2
N+1 V
3
N+1 V
4
N+1 V
5
N+1
Fuente: elaboracio´n propia.
De acuerdo con la figura 15, el valor de continuacio´n correspondiente para
el nodo MN se obtiene como el promedio de los valores en V 1N+1, V
2
N+1, V
3
N+1,
V 4N+1 y V
5
N+1 descontado a la tasa libre de riesgo (r). La expresio´n se denota
como:
Vt,j = E
Q[Vt+dt] ∗ exp(−r ∗ dt) (19)
La cual metodolo´gicamente se expresa como:
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Vt,j =
1
m
ΣVt+dt ∗ exp(−r ∗ dt) (20)
En dondem representa la cantidad total de nodos en la malla, lo cual permite
aplicar el criterio de ma´xima entropı´a propuesto por Shannon (2001) e incorpo-
rado al me´todo de malla estoca´stica por Broadie y Glasserman.
Criterio de ma´xima entropı´a
La entropı´a se refiere a una medida de la incertidumbre de una variable aleatoria,
que en el caso expuesto por Shannon, D =
∑n
i=1 pi ln(pi) es la entropı´a de
la serie de probabilidades p1, p2, p3, . . . , pn. Ası´, si x es una variable aleatoria
o al azar, su entropı´a se denota como D(x), lo cual implica que x sea una
identificacio´n para un nu´mero y no un argumento de la funcio´n.
Ejemplo de ma´xima entropı´a
El principio de ma´xima entropı´a se puede ilustrar de acuerdo con el siguiente
teorema (Conrad, 2004):
Para una funcio´n de densidad de probabilidad, identificada como P , sobre una
serie finita denotada como x1, . . . , xn, se tiene:
h(P ) ≤ ln(n)
en donde se tendra´ igualdad si y solo si P es uniforme, esto es:
P (xi) =
1
n
, ∀i
De acuerdo con lo expuesto, bajo este criterio los valores que genera la ma´xima
entropı´a se ajustan a la distribucio´n uniforme (pesos uniformemente distribui-
dos), lo que indica que se asigna el mismo peso o ponderador a cada nodo, lo
cual implica que en te´rminos metodolo´gicos la malla que se construira´ en este
trabajo cuente con un ponderador dado por el promedio simple.
En otras palabras, el te´rmino
1
m
en la ecuacio´n (16) indica que el peso o pon-
derador que se asume para cada nodo es el mismo, recordando que la distribucio´n
uniforme de los pesos es posible dado el criterio de ma´xima entropı´a.
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El procedimiento descrito se debe realizar para cada uno de los restantes no-
dos, tanto los ubicados en t = N como en los diferentes instantes hasta llegar a
t = 0, de tal manera que se logre una configuracio´n de malla.
Teorema fundamental de valoracio´n
Como se menciono´, bajo el me´todo de Broadie y Glasserman (2000) el compor-
tamiento del precio del activo subyacente es modelado a trave´s del movimiento
Browniano geome´trico, con las herramientas del calculo de Itoˆ, lo cual permite
que el proceso de valoracio´n se realice bajo riesgo neutral. Sin embargo, una
vez se incorpora movimiento Browniano fraccional en el modelo de precios, este
modelo matema´tico involucra arbitraje, por lo cual no se obtendrı´a una medida
martingala (Rogers, 1997). En este sentido, el desarrollo de una nueva clase
de integrales basadas en el producto Wick ha permitido aplicar estas nuevas
herramientas en modelos de precios, con especial atencio´n en el modelo Black-
Scholes fraccional, que no tiene arbitraje (Hu y Oksendal, 2000).
4.1.5. Matriz: prima de la opcio´n
Esta matriz, denotada como C, almacena para cada nodo el valor correspon-
diente al ma´ximo entre el payoff y el valor de continuidad. De tal manera, que
el valor para cada nodo en el instante t = 0 se constituye como el valor de la
prima para la respectiva trayectoria que sigue el precio del subyacente. Esto im-
plica que al simular i-e´simas trayectorias del precio del subyacente se obtendra´n
i-e´simos valores para la prima, los cuales se deben promediar y ası´ obtener el
valor medio de la prima.
C =

Ct=0,1 Ct=0,2 . . . Ct=0,Sim=j
Ct=1,1 Ct=1,Sim=2 . . . Ct=1,Sim=j
...
... . . .
...
Ct=N+1,Sim=1 Ct=N+1,Sim=2 . . . Ct=N+1,Sim=j

5. Resultados de la implementacio´n en opciones americanas
La propuesta metodolo´gica para implementar el me´todo de malla estoca´stica,
presentada en la seccio´n anterior, permite realizar las estimaciones tomando
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como insumo fundamental el valor para el coeficiente de Hurst. En este sen-
tido, el objetivo de esta seccio´n es mostrar cua´l es el comportamiento de la prima
de la opcio´n ante los cambios en este coeficiente tanto para opciones call y put
americanas. Para ello se plantea el siguiente escenario:
Cuadro 1: Escenario por implementar
Variables Precio Tasa libre Volatilidad Tiempo N Simulaciones Strike
Spot de riesgo
Valor 100 0.1 0.4 1 252 50 100
Fuente: elaboracio´n propia.
Con el programa MATLAB se realizaron las estimaciones para valores del
coeficiente de Hurst comprendidos en el intervalo [0,01, 0,99] con incrementos
de 0,01.
Los resultados obtenidos se presentan en las figuras 15 y 16, en donde se
observa que conforme aumenta el valor del coeficiente de Hurst el valor de la
prima tiene tendencia a disminuir (lı´nea curva verde) tanto para la opcio´n call
como put, desplaza´ndose casi paralelamente al eje.
Figura 16: Prima opcio´n call para diferentes valores Hurst
Fuente: elaboracio´n propia.
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Figura 17: Prima opcio´n put para diferentes valores Hurst
Fuente: elaboracio´n propia.
Una posible interpretacio´n de estos resultados es la siguiente:
1. H < 0,5. Cuando el precio de una opcio´n corresponde a una serie que
exhibe comportamiento antipersistente o que no tiene memoria de largo
plazo, la valoracio´n mediante el me´todo de malla estoca´stica asumiendo
movimiento Browniano geome´trico (H = 0,5), identificado con la lı´nea
roja en las figuras, subestima el precio de la opcio´n, el cual alcanza valo-
res significativamente altos que ocasionan que cualquier participante del
mercado no muestre intere´s en adquirir la opcio´n. En este caso, se podrı´a
afirmar que bajo el me´todo tradicional de malla estoca´stica con movimien-
to Browniano geome´trico, bajos valores del coeficiente de Hurst permiten
la existencia de mercado para la compra y venta de opciones.
2. H> 0,5. Para las opciones call y put cuyas series de precios presentan per-
sistencia, en este caso, dada la dina´mica que sigue el precio del subyacente,
la valoracio´n que asume movimiento Browniano geome´trico sobrevalora
el precio de la opcio´n cuando se presenta memoria de largo plazo. Este
resultado es consistente con Sierra (2007) quien utiliza la fo´rmula Black-
Scholes fraccional aplicada sobre ı´ndices y tipos de cambio y encuentra
que los precios de opciones call y put europeas disminuyen conforme au-
menta la persistencia o dependencia de la serie con su pasado.
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Lo anterior implicarı´a que para un agente de mercado que quiera cubrir su
posicio´n adquiriendo una opcio´n de compra o venta serı´a menos costoso
hacerlo si recurre a un mercado donde la valoracio´n se realice asumiendo
que las series de precios no son consideradas como caminatas aleatorias.
3. Por otra parte, no es posible concluir acerca de la variabilidad observada en
el comportamiento del valor de la prima, tanto de la opcio´n call como put,
ya que se debe tener en cuenta el efecto que genera sobre los resultados
realizar estimaciones con un relativamente bajo nu´mero de simulaciones,
lo que implica que se pueda presentar error nume´rico en el algoritmo y,
por ende, falta de sustento para generalizar sobre los resultados.
De igual manera, en la literatura se observa que el estudio del movimiento
Browniano fraccional aplicado en las finanzas se centra en valores Hurst
superiores a 0,5, por lo cual no es posible asociar este comportamiento con
algu´n fenomeno en particular.
6. Conclusiones
La modelacio´n del comportamiento de series financieras bajo el supuesto de
normalidad reflejada en un coeficiente Hurst de 0,5 (independencia), y que se
enmarca en la utilizacio´n del movimiento Browniano geome´trico, no siempre
se cumple en la pra´ctica. En el presente trabajo se ha expuesto un modelo ma´s
general conocido como movimiento Browniano fraccional (MBf), del cual el
movimiento Browniano geome´trico o cla´sico es un caso particular. En este sen-
tido, la modelacio´n de las trayectorias de las series mediante MBf permite tomar
en cuenta una caracterı´stica fundamental de la variable, como lo es su comporta-
miento independiente o aleatorio.
La simulacio´n del movimiento Browniano fraccional se constituye en una ta-
rea fundamental en el momento de implementar el me´todo de valoracio´n, por esta
razo´n la literatura destaca la utilizacio´n de me´todos exactos como el de Cholesky,
ya que parte de la funcio´n de covarianzas del MBf y adema´s puede ser aplicado a
procesos gaussianos no estacionarios, lo cual captura las caracterı´sticas del MBf.
El criterio de ma´xima entropı´a incorporado en el me´todo de malla estoca´sti-
ca a trave´s de pesos uniformemente distribuidos en la matriz de valores de conti-
nuacio´n permite enriquecer el modelo frente a otros me´todos de valoracio´n como
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a´rboles binomiales, en donde dado un estado actual solamente se tiene opcio´n de
avanzar hacia uno de dos estados siguientes.
De acuerdo con los resultados obtenidos, el modelo general de movimiento
Browniano fraccional aplicado a la valoracio´n de opciones call y put americanas
bajo el me´todo de malla estoca´stica, muestra que la prima de la opcio´n tiene una
tendencia a disminuir cuando el comportamiento del precio del activo subyacente
es persistente o tiene memoria de largo plazo. Ası´, se observa que el precio de
la opcio´n tiende a disminuir conforme el valor del coeficiente Hurst se acerca
a 1, por lo cual este valor se aleja cada vez ma´s de las estimaciones realizadas
mediante movimiento Browniano geome´trico.
En el caso de opciones cuyo precio del subyacente presente comportamiento
antipersistente, se observa que la prima de la opcio´n tiene tendencia creciente
conforme el coeficiente de Hurst pasa de 0,5 hasta llegar a 0,01. En algunos
casos, la prima alcanza valores tan altos que en la pra´ctica desestimuları´an la
compra o venta de estas opciones. Este tipo de feno´menos son poco analizados
en la literatura financiera cuantitativa, posiblemente porque los procesos que se
asocian a comportamientos antipersistentes tienen que ver con procesos de re-
versio´n a la media, los cuales podrı´an ser ma´s frecuentes en otros campos de
estudio.
En el contexto de valoracio´n por malla estoca´stica con movimiento Brow-
niano fraccional, el derecho de ejercer la opcio´n en cualquier momento antes del
vencimiento presenta comportamiento similar a los resultados encontrados en
la literatura cuando se realiza la valoracio´n mediante me´todos analı´ticos como
Black-Scholes fraccional. De aquı´ que el me´todo de malla estoca´stica con movi-
miento Browniano fraccional sea una herramienta adicional a tener en cuenta por
quienes realizan valoracio´n de opciones como una alternativa para complementar
ana´lisis y comparar resultados.
Dado el alcance de este trabajo, no se puede realizar ningu´n ana´lisis sobre la
variabilidad observada en el comportamiento del valor de la prima, especialmen-
te de la opcio´n call, ya que se debe tener en cuenta el efecto que genera sobre los
resultados realizar estimaciones con un relativamente bajo nu´mero de simulacio-
nes. Como se menciono´, es necesario mejorar el nu´mero de simulaciones con
el objetivo de obtener evidencias que permitan generalizar sobre los resultados
de la variabilidad sin desconocer los posibles errores nume´ricos que se puedan
presentar en el algoritmo utilizado.
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7. Futura investigacio´n
Valores del coeficiente de Hurst. Los estudios realizados enfatizan el ana´lisis
en valores H superiores a 0,5, y dejan espacio para estudiar las implicaciones
de asumir valores para series antipersistentes (H < 0,5), especialmente en lo
concerniente a la valoracio´n de activos financieros que pudiesen presentar este
comportamiento. Para ello, es menester profundizar el estudio y manejo de he-
rramientas del ca´lculo fraccional necesarias para realizar la valoracio´n de activos
financieros cuyas series de precios no corresponden a caminatas aleatorias.
Algoritmos de programacio´n. La implementacio´n del me´todo de Cholesky
dentro de la malla estoca´stica implica computacionalmente un alto requerimien-
to de memoria para realizar las estimaciones. Por ello, una de las actividades
por desarrollar es buscar algoritmos ma´s eficientes para implementar este me´to-
do, ası´ como incluir algoritmos que permitan simular el movimiento Browniano
fraccional a partir de otros me´todos exactos.
Derivados financieros. Con el objetivo de ampliar el marco de ana´lisis de la
valoracio´n es pertinente incluir otros derivados financieros cuyo comportamiento
pueda ser modelado considerando movimiento Browniano fraccional. Asimismo,
la valoracio´n de opciones debe complementarse con la estimacio´n de las medidas
de sensibilidad o razones de cambio del precio de la opcio´n frente a cambios en
las variables contempladas en el modelo, las cuales se conocen como Griegas.
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